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B.P. 47, Yaound6, Cameroun 
R~sum~. Soit O/un ordre de conducteur f d'un corps quadratique. On note Aj i'ensemble des d6ments de Of 
dont la norme tfsont ~trangers. Un d~ment v e Afest dit k-premier six, y ~ hfet si vlxy alors v~ ou v~ 06 k 
est I'exposant du groupe Ol, Nous prouvons que les puissances k-i~mes des d~ments de Afse d~composent de 
fa~:un unique en un produit d'61~ments irr~uctibles et k-premiers. Un erit&e de r~solution pour certaines 
~luations diophantiennes enest une illustration. 
Abstract. Let 0 I be an order of index f in  a quadratic field. We denote A/ the set of elements of O/whose norm is 
relatively prime to f. An element v E ,4/is called k-prime iffor x, y e Af, vJry implies v[x ~ or v~ where k is the 
exponent of the group Oj+ We prove that the k-th powers of the elements of A/have a unique representation as a 
product of elements which are irreductible and k-prime. One criteria for resolution of some diophantine 
equations i an illustration from it 
1- Introduction. Les r~sultats g6n6raux sur le nombre h de classes de modules pour des corps 
queleonques sont tr6s peu eonnus, bien qu'on ait trouv6 des formules pour eertaines classes 
des corps, par exemple : les corps quadratiques. 
Soit done un corps quadratique K = Q(~f'd) off d E Z sans facteur earr6. On notera :
Or = Z + Zoo o3 ¢o = ~fd si d - 2 ou 3 (rood 4) ou 1 + ~fd si d m 1 (mod 4) : ordre 
2 
maximal de K, DiscK = diser'mainant deK;  
Of = Z + Zf~o = O : ordre de eonducteur f > I de K ; 
O~ = O X : groupe des unit6s de O ; 
ef = (O~ : O X ) : indite de O~, sur O x ; 
q~O = indieateur d'Euler de f ;  
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d(t) = card(Ox: fO•) × = indicateur quadratique d'Euler de f ;  
Ay = {x ~ Of: N(x) (norme de x ) premier avecf} c Of ; 
Mf = {M c K module l~actionnake assoei~/t O} ; 
df = {1 c 0 : I O-id6al et 1premier avecfO} ;
Py = {1= vO : v e K ~} = pfincipaux fractiormaires ; 
hf = nombre de classes de modules associ6s/l Of: hy = eardGyoft Gf = Mf/Py; 
kf = exposant du groupe Gf = Max{o(x) (ordre de x), x ~ Gy}, kf divise hy. 
M~me si hy = 1, on n'est pas stir de la factorialit6 de Oy. Cependant, l'6tude du pgcd 
falte au §5 de [2] et son utilisation dam Z[2i] au §2 de [1] font croire que dans eertains cas, 
Ofpeut ~tre un anneau/t faetorisation unique : c'est l'objet de notre travail. 
Ainsi, atin d'6baueher notre d6marche, nous examinons au §2 les ordres des corps 
quadratiques imaginaires tels que h = 1 (th6or~me 1), tout en pr~cisant leur nombre de classes 
(th~or~me 2), ee qui fair apparaltre dr ,  ~ l'aide duquel, nous parlons au §3, d'id6aux O- 
irr6duct~les (lemmes Ie t  2), les ditf6rentes discussions utilisant alors les deux r6sultats 
suivants prouv~s dam [7] : 
Lemme O. I ~ dysi et seulement si pgcd(N(1), j') = 1 oi~ N(1) est la norme de L 
Th~or~me 0. i) Tout I ~ Jf O-irrdductible st O-premier. 
fi) Tout I ~ dfest de fa~on unique produit de O-iddaux O-irrdductibles. 
Pour un tel ideal O-irr~ductible P, on notera u = o(P) son ordre dans le groupe Gf: 
P~ = vO et PBnon principal si i f< u. 
Ensuite avec lesdits id~aux, nous donnons au §4 une interpretation factorielle du 
nombre de classes (th~or~me 3). Un exemple portant sur l'extension du th~or~me 3 de [2] au 
pgcd ach~ve le texte au §5 (th~or~mes 4 et 5). 
2- Ordres des corps quadratiques imaginaires principaux. Lorsque K = Q(~/'~)ofl d est 
e3~ment de 
D = {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}, 
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on sait que OK est principal (donc factoriel). Examinons maintenant le cas de Og. pour lequel e 
conducteurf est >_ 2. 
On a le premier 6sultat suivant :
Th6or6me 1. Soi td  ~ D. Soient K = Q(.~fS~) un corps quadratique imaginaire, Or son ordre 
maximal et Ofun ordre de conducteur f de K. Alors si hf = 1 l'entier f vaut : 
e j  = 1, d>_ 7 
i) 2 lorsque 
el = 2, d= 1; 
ii) 2 ou 3 lorsque ef = 3, d = 3. 
Preuve. On sait (cf.[6]) que: 
(2.1) h z = h,(C~l)t~f))ley ; 
h/est 6gal au produit de hi par un entier, donc 
Ainsi (2.1) s'6crit aussi (cf. [6]) 
(2.2) 
hf=l  ~ h l= l .  
hz = h,[f l - I ( l -  Z(P)/P)l/es 
pl/ 
o/l Zest une fonction d6fmie sur l'ensemble des entiers positifs/t valeurs dam {- 1, O, 1 } par : 
t l s ip est d6compos~ 
(2.3) Z(p) = ~- 1 r ipest  inerte 
/ 
[0 sip est ramifi6 
dam K. Or, on salt que lorsque :
i)-a) ef = 1 on a d >_ 7. Donc: 
soit 
f l -10 - z (p ) /p )  = l 
(f/l-I p)(l-I p -  z (p) )  = 1, 
fly r4f 
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done ndcessairement : f=  l ip  i.e. f est sans facteur carr~ et l ip -Z(P )  = 1. Done 
~/ ~.f 
p - 2(p) > p - 1 en vertu de (2.3) ; ainsi p - 2(p)  = 1 impose p < 2 done p = 2 est le seul 
faeteur premier de f, donc f  = 2. 
b)ey=2, onad  = 1 et 
( fM p)(H p -  z(p)) = 2. 
~f t~f 
II est impossible que ron ait l i p -  Z(P) = 1 (cela imposep _< 2 doncp = 2 est le seul faeteur 
premier de f et 2,(2) = 1 est impossible ar 2 est ramifid), done forcdment : l i p -  2(p) = 2 et 
f = l ip  est sans facteur carr6 ; so i tp~, alors si : 
p >5, p -z (p )>p- l>  4:non;  
p = 3, 3 - Z (3) = 4 ear 3 est inerte dans Q(/) : non ; 
p =2,  2 -  Z (2)=2ear2est rami f id .  
Donef  = 2, seul eas possible. Ceci ach~ve la preuve de (i). 
fi) ef= 3, on a d = 3 et 
(f/H p)(l i  p -  z(p)) = 3. 
l~f t~f 
Ici encore, on ne peut avoir l ip -  Z(P) = 1 (sinon on aurait p = 2 comme seul facteur 
p{f 
premier defer  2(2) = 1, ce qui est faux ear 2 est inerte) done : Hp-  2'(p) = 3 et f = Hp est 
~.f ~f 
sans facteur carr6 ; soit p~, alors si : 
p > 5, p -z (p )>p- l>  4:non;  
p =3,  3 -Z (3)  =3 car 3 est ramifi~ ; 
p = 2, 2 - Z (2) = 3 car 2 est inerte. 
Done f= 2 et f=  3 sont les seuls cas possibles. ,I, 
Propos i t ion 1. Si 02 est un ordre dont le conducteur 2 est ddcomposd ans K~ alors d = 7. 
Preuve. Puisque 2 est d&ompos~ darts K, on doit avoir DiscK - l(mod 8) ; ceci exclu d = 
1, 2 et pour d _> 3, on a : DiscK = - d ; on volt alors que 
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-d  -- l (modS)  ~d =7.  6 
On a aussi le r6sultat suivant :
Th6or~me 2. Si d ~ 1), le nombre de classes de Of = Z[-Ct'~] est : 
hi = 1 pour d = 1, 2 ; 
= I1 pour d = 3,7 
h2 [3 pour d > 11. 
De plus Z[i] et ZD(~]  sont factoriels. 
Preuve. I1 est clair que si d = 1, 2 on a : 
Ol  = Z[ i ]  = Or 
OU 
o~ = z [4~]  = or; 
dam ees 2 eas on a hi = 1 : Ol est principal. 
Si d > 3, 02 est l'ordre de eondueteur f=  2 et la formule (2.2) donne: 
h2=hl[2(1 -,a.,(2)/2)]/e2. 
Pour d = 3, e2 = 3, g(2) =-  1 done h2 = 112(1 + 1/2)]/3 = 1. 
Pour d> 7, e2=l  et 
~1 pour d --- 7 
2"(2) = [ _  1 pour d > 11 ; 
done si : d = 7, h2 = 112(1 - 1/2)]/1 = 1 ; 
d >_ 11, h2 = 112(1 + 1/2)1/1 =3.6  
Remarque 1. Pour d = 3, 7, on vient de voir que h2 = 1 ; eependant O2 = Z[4"L-d] n'estpas 
toujours factoriel comme le montrent les exemples suivants : 
pourd = 3, ~+475X1-4"~) :4 :2 .2  ; 
pourd = 7, (1+-4"L '~)~-477)=8 2.2.2. 
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L'id~e utilis~e alors dam toute la suite pour l'~tude de la faetodalit~ de Of eonsiste/t 
rester dam Ay. 
3- ld~mx O-irrg'duetibles. I1 est alors clair que Af est tm sous demi - groupe multiplieatif de 
Ofet que Of cA/.  
D~finition 1. On dit qu'une partie (de  Of est violaine si x, y ~ Of et xy ~ ( alors x, y ~ ( .  
Proposition 2. La partie Af est violaine. 
Preuv~ Afest violaine i.e. six, y eOfet xy ~ Ayalors x, y ~ ,4/; done si pgcd(N(xy),j~= 1 
alors elairementpgcd(N(x),j) = pgcd(N(y),J) = 1. s, 
Proposition 3. Six ¢ Of, x ~ O, alors x ~ A /s i  et seulement si xOf ~ J/. 
Preuve. I = xOf est tan ideal de l'anneau Oy ; done avec le lemme 0, I ¢ ,If si et seulement si
N(/) est premier/t f ; mais N(/) = IN(x)[ done si et seulement six ~ Af. 8 
Remarque 2. Af est un anneau si et seulemem sif = 1. Pour cela, Af = OK. 
D~flnition 2. On dit qu'un dldment vde A/est : 
i) irr$ductible si x, y ~ Af et s iv = xy, alors x ¢ Of ou y ~ O} ; 
fi) k-premier si x, y ¢Af  et si v~ry alors @c t ou v~ olt k = k/est l'exposant de Gf. 
Lemme 1. Soit Pun  iddal O-irrdductible de Jftel que pu = vO avec u = o(P). Alors vest un 
dldment irr~ductible t k-premier de Af. 
Preuve. Tout d'abord, v ~ Af car v ~ Of et IN(v)[ = N(P) u est premier ~f. 
Montrons maintenant clue v ~ A/est  irr6duetible. On a 
v=xy  ~/ '~=xOyO 
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of 1 xO, yO ~ Jf d'apr6s le th~or6me 0 : xO = 1 ~, yO = pd Oft c + d = u ; mats PC est 
principal done u = o(P) divise c : c = uc' et de m~me d = ud' done 
u = c + d = u(c'+ d') 
done c'+ d' = 1 done : 
soit c' =O,d '  = 1 auquel eas c = O, d = u, yO=P ~ : y= e'v, 6 ~ Ofdonc 6 =x  eOf ;  
so i tc '=  1, d '=Oauque leas  d=O,c=uet  dem~mey ~ 0~. 
Montrons enfin que v E Ay est k-premier. On a 
v~y ~ vo lxoyo 
i.e./~lxOyO done PIxO par exemple : PQ = xO d'ofl 
x~O = ~Q~ = vC ; 
mais QUest principal (ear dam Of on a el(P)eI(Q) = el(O)) done o(P) -- o(Q) = u ; alors 
x ~ = vz : vlx u et eomme ulk ~ fortiori v~.  ,I, 
Lemme 2. Soit vun  dldment irrdductible et k-premier de Ay ; alors il existe un ideal P, O- 
irrdductible tel que vO = pu, u = o(P). 
Preuve. Avec le th~or~me O,on a vO = P~P2...P~, oft les P~ sont O-irr~ductibles ; alors 
avee 
vk = Sj S2 Pl P2 ...pS, 
P~i = p,O , uj = o(P3. 
. .  . s~k s .k  
v ~tant k-premier, on a : il existe i tel que v arose p~ : p~' = vx ; doric 
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s~k = utssk . 
Pi 0 = vxO p~ , 
l'unicit6 de la d6eomposition des O-id6aux impose vO = p~ d'ofl u~lri : ri = ug et v = cp~, 
it ic ~ O ×. Mais alors t = 1 sinon v ne serait pas irr6duetible, done vO = Pi • & 
Remarque 3. Les lemmes 1 et 2 ci-dessus ont r~ciproques l 'un de l ' autre. 
4 - Interpretation factorielle du nombre de classes. A l'aide des lemmes 1 et 2 ci-dessus 
nous prouvons dans ce paragraphe que les puissances k-i~mes des 616ments de Ay se 
d6eomposent de fagon unique n un produit d'616ments irr~ductibles tk-premiers. 
Th6or~me 3. Soit x un dldment non nul de Af  qui n'est pas une unitd de Of. Alors : 
i) //existe vl,...,v~ irrdductibles et k-premiers non associds deux ?l deux tels que : 
X k = Sl s2 Sr Vl v2 ...v r , st -> l(k =kyexposant de Gy). 
ii) Cette ddcomposition est unique ?t l'ordre prbs des facteurs et ~ une unitd pr~s. 
u. 
Preuve~ i) On axO = P1P2. . .P r ,  u i  = o(P~)lk : k = ulst, p /= v~O ; alors : 
d'o6 
xko=ek pk  = elUlSl . .erUrS r = v lslz~U...l]rUsrz~- 
1 ' ' "  • 
X k= Sl .VrSr ,C E 0 x " CV 1 ..  
ceci prouve que les vi sont irr6ductibles et k-premiers d'apr~s le lemme 1. 
• , sk  
sl .v~, done quire h renumeroter yilvl I (ear ii) S ix k= y~ly~...y~ onay l  divise Vl .. 
Slk ut s /~ 
Yl est k- premier) : v 1 = yla , comme v~O = Pl ~ , ul = o(P0 (eft lemme 2), donc P1 1 = 
ylaO : la d6eomposition unique des O-id6aux (et le fait que Yl et a sont 61~ments de A/) 
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montre que ytO = P~', done ullw: w = Ul,~l, yl O = zl = ~1 v I O doney~ cv I , c E O x ,y l  irr6duetible 
Zl = 1, done yl est assoei6/t v~ ; ensuite on montre que tl = sl : 
* si t~ > sl alors t~ = sl + el, el > 0, d'ofl apr6s simplification : 
done vllv~ ...v~, ; vl 6tant k-premier on a par exemple vllv~: v~ = v,m, P2 ~k = Pl"lmO ; 
l'tmicit6 de h d6composition des O-id6aux impose Pl = P2 d'oft vt est associ6 h v2 : non. Ainsi 
n6eessairement 
* s l> t~:s l=t l+e ,e  >_ 0d'ofl 
¢ $1 $r t2 tn 
Vl V2 "" l~r = cY2 "" Yn 
Si on avait e > 0 alors par exemple vl diviserait y~ done yl diviserait y~ : y~ = ytm, 
mais (lemme 2) y20 = P" d'o/l p~k = ylmO et (decomposition des O-id~aux) ylO = eb avee 
t 
u = o(P)lb: b = ut done ylO = p~t = y~O etyl  = cy2, c ~ O × ; commeyl est irr~duetible, cela 
impose t = 1 doncyl est assoei~ by2 : norL Ainsi forcement e = 0 et si = tl. 
Ensuite on recommence ....l. 
Corollail'¢. Si h/= 1, le demi-groupe Af est factoriel en ce sens que tout x non nul de A/ qui 
n'est pas une unitd de 0 s'dcrit 
X : V; 1 . . .V ;  r ,  S i ~ 1 
oi~ les v~ sont irrdductibles et premiers clans Af, et cette ddcomposition est unique. 
Applications : k ~ D,  Of = Z[~/S'k]. 
Pour k = 1 nous avons utilis6 dam [1], 02 = Z[2i] pour lequel h2 = 1 : le demi- 
groupe A2 est faetoriel. 
Pourk  = 2, 0~ = AI = Ozc : A~ est factoriel; 
02 = Z[2~'~]  pour lequel h2 = 1 : A2 est faetoriel. 
Pour k > 3, 02 = Z[~t'S'k]: si k = 3 ou k = 7, h2 = 1 (th60r~me 2) : A2 est factoriel ;
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si k > 11 on a h2 = 3 (th6or6me 2) : A2 est seulement "3-factoriel" en ce sens que tout x e A2 
%rifle 
X 3 Sl Sr 
"~ V 1 . . .V  r 
off les vi sont irr6ductibles t3-premiers i.e. 
~,~ = ,,l~ ~ ou ,,L~ ~. 
5- Un exemple : l'extension du th~or~me 3 de [2] au pgcd. Les applications ci-dessus 
montrent que, l'utilisation du pgcd dam At et A2 est satisfaite. On peut donc 6tendre la 
condition (ii) du th6or~me 3 de [2] au pgcd Plus pr6cis~ment, il s'agit, pour k d~ment de 
A={2,3 ,7}  
de donner un crit&e de r~solution pour l'~quation diophantienne 
(~ ax2+ 2bxy - kay 2= +1 
oh a > 3, b > 1 sont des entiers avecpgcd(a, 2b) = 1,/, laqueUe on associe l'6quation de Pell 
(Fk) v: - ~ = -k  
off 6 = ka 2 + b 2 est le discdminant on carr6 de la forme quadratique ax 2 + 2bxy-  kay 2. 
En r6duisant (Fk) modulo 4, on voit imm6diatement que 
(5.1) 
et en 6cdvant (FD sous la forme 
(5.2) 
pgcd(v, w) = 1, 
o~ = (~ + 47£) (~ -4"~)  
nous manipulerons les 616ments du demi-groupe factoriel 
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Af = {v+-~ ¢ Z[4"S'k] :pgcd(N(v+gr~) , .D  = 1}, f = 1, 2. 
Alors les deux facteurs de droite de (5.2) sont relativement premiers entre eux dam Af puisque 
tout diviseur eommun diviserait 2~Z'k; mais w 6tant impair, on a 
Done dam Ay, on a 
(5.3) 
pgcd(w, 24"L'k) = 1. 
pgcd(v +~r~"k ,v - . f~)  = 1. 
Ainsi, la remarque de la proposition 4 de [2], appliqu6e ~t Af,  permet d'6noncer : 
D6finition 3. On dira que (v, w) e Z 2 est une solution de (Fk) : 
i) violaine pour k (ou k-violaine) si, dans.4f , b + a~r~"k divise v + ~ ou v-~l--k ; 
ii) monique pour k (ou k-monique) si, dans Af, pgcd(v +~lL'k,8) ou 
pgcd(v - . fSk ,6 )  vaut b + a-fS'k. 
Proposition 4. Toute solution (v, iv) e Z 2 de (F~) qui est k-violaine est k-monique. 
Enon~om maintenant le erit6re suivant :
Th~me 4. Soit k ~ d . Si a > 3, b > 1 sont des entiers 
8 = ka 2 + b 2 non carrd dans ~ il y a dquivalence entre : " 
i) (Ek) a une solution (x, y) ~ Z 2 ; 
ii) (Fk) a une solution k-violaine (v, w) ~ Z 2 
• ) (Fk) a une solution k-monique (v, w) ~ Z 2. 
avec pgcd(a, 2b) = 1 et 
Preuve. i) =~ ii) Soit (x, y) ~ Z z une solution de (Ek). Posons : 
(5.4) 
Alors on a : 
de sorte que 
6 = sgn(ax 2+ 2bxy - kay'), v = ~bx a - 2a/~y - kby2), w = x 2 +/92. 
v +4"L~ = ~(b~ - 2alcw - kby 2) + ¢(ax a + 2bxy - kay2) .4~ 
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(5.5) v +.Cr~ = ~(b + a~'L-k )(x + y"fS"k ) 2 
et en passa,~t ~ la norme des deux membres de (5.5), on obtient 
+ k = ¢b + + = 
Ceci prouve bien que (v, w) E Z 2 est une solution k-violaine de (Fk). 
ii) ~ iii) Supposons que (v, w) e Z 2 est une solution k-violaine de (Fk). Alors de 
l'6galit6 (5.5), on a 
pgcd(v +.¢r2"~,8) = (b +a.fS-~ )pgcd((x + y42-k )2, b - a -~) .  
Montrom que 
pgcd((x + y '~)2 ,  b - a - f~)  = 1. 
S'i l existe 7r~Af,  ~r ~+ 1 telque 
alors, comme (5.5) entra~ae 
x[x + y'fS"k , ~rlb - a.fS'k 
v = e(bx 2 - 2akxy - kby2), w = x 2 + ky 2, 
on en d6duit que, dans Af 
v - 4b(y4r~ )2_ 2a (y4"~)y  - kby 2] ~-  2~y2(b - a~rZ'k ) - 0 (mod ~), w -- 0 (mod ~) 
ke. x est aussi un diviseur de v et w. Ceci contredit le fait que pgcd(v, w) = 1 d'apr6s (5.1). On 
a doric dans A:,  
pgcd(v + 4"2"k,8) = b + a4C"k . 
Ceci prouve clue (v, w) e Z 2 est une solution k-monique de (Fk). 
iii) ~ i) Supposons que (v, w) e Z 2 est une solution k-monique de (Fk). Alors (Fk) 
peut encore s'6crire 
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b + a .~ )(. b -a .4"~ )
v+47"/ 
oO d'apr~s (5.3), b + a~'k  et 
+ 1 et des entiers x, y tels que 
v-4  




b+a.fS"k =~(x+Y"f~"k)2' w =x2+kY2" 
v+4:'; = 4x +y42-/)2 
b + a.f2-k 
et en 6galant les parties irrationnelles de (5.6) on obtient 
+ 2b - = 
ce qui prouve bien clue (x, y) e Z 2 est une solution de (Ek). 8 
L' 6quation (Fk) n'6tant pas l'6quation classique de Pell, nous avons dans [3] 
(d6flnition 1), appel6 (v0, w0), la solution de base de (Fk) au lieu de solution fondamentale. 
Utilisons alors cette appellation pour prouver le th6or6me suivant : 
Th6o~me 5. Si k = 2, soiem a > 3, b > 1 des entiers avec pgcd(a, 2b) = 1 et 
$ = 2a 2 + b 2 non carrd dam Z tel que (F2) air une solution (v, w) ~ Z 2. Si l'unitd 
fondamentale de Q('4"~) est de norme -1, alors, en notant (vo, Wo) la solution de base de 
(F2), il y a dquivalence ntre :
i) (E2) a une solution (x, y) ~ Z 2 ; 
il) (Vo, Wo) est une solution 2-monique de (F2). 
Preuve. II suffit de montrer que la condition (iii) du th~or~me 4 est vraie pour v0 provenant 
de la solution de base de (Fz). Comme (v, w) E Z z est une solution de (F2), en d~signam par 
56 L. Bapoungu6 
p + q -~ l'unit6 fondamentale d  Q(.~/6) de norme -1, on a ( puisque (cf.[5]), (F2) a une 
settle famille de solutions ): 
(5.7) v +w-~ = I (vo + wo,4"~)(p + q,~/'8)2n,si v > 0 
[-(v0 - w0"~)(p + q'fg)2~,siv <0 
off n est un entier >- 0. De (5.7), on obtient : 
(5.8) 
v= _Vop2n _Vo[(2;ip2n_2q2~+...,],siv < O 
06 tousles termes ont divisibles par 6 h l'exeeption de vop 2". Donc  cornmep 2 -- - l (mod o'), 
on a 
(-1)"v0(modS),siv> 0 
(5.9) v - l(_1),+1 v0(mod 8),s i v < 0" 
Finalement, par (iii) du th~or~me 4 et (5.9) on obtient : 
b + a~'2 = pgcd(v + ~['~,8) = pgcd(+vo + ~1"~,8 ) = pgcd( Vo + ~'~,8) 
suivant le cas. Ceci prouve bien que (v0 ,w0) est une solution 2-monique de (F2). 4, 
Donnons - en quelques exemples num~riques. 
Ex l .  Si k = 2, a = 7 et b = 8, alors 8 = 2(7) 2 + 82 = 162 --- 2 (mod 4)) est tel que (v, w) = 
(140,11) est une solution de (F2) : v 2 -  162w 2= - 2. 
Dans ce eas, pgcd(140 +4"~,162)  =8+ 7~/~ et le tl~or6me 4 montre que (E2) est 
r6soluble ; en fair e'est 7x 2 + 16xy - 14y 2 = 1 ((x, y) = (3, - 1) est une solution). 
F, x2. Si k = 2, a = 11 et b = 13, alors 6 = 2(1 I) 2 + 132 = 411 - 3 (mod 8) est tel que (v, w) = 
(223,11) est une solution de (F2) : v 2 - 41 lw 2 = - 2. 
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Dam ee eas, pgcd(223 +~/ '~,  411)  = 13 + 11 ~/ '~ ,  done d 'apr~s le th(~or~me 4, (Ez) 
est r(~soluble ; en fait e 'est  1 lx z + 26xy - 22y z = 1 ((x, y)  = ( -3 ,  1) est une solution). 
Ex3.  Si k = 3, a = 9 et b = 2, alors 8 = 3(9) 2 + 22 = 247 -- 3 (mod 4) est tel que (v, w) = 
(110, 7) est une solut ion de (F3) : v 2 - 247w 2 = - 3. 
Dans ee easpgcd(110 +4"~,  247) = 2 - 94"~,  done le th~or~rne 4 montre  que (E3) 
est  r6soluble; en fait e 'est  9xa+ 4xy - 27y 2 = - 1 ((x, y)  = (2, - 1) est une solution), 
Ex4. Si k = 7, a = 19 et b = 14, aiors 8 = 7(19) 2 -I-142 = 2723 est non earr~ et tel qua (v, w) = 
(574, 11) est une solut ion de (FT) : v 2 - 2723 w 2 = -7 .  
Dans ee eas pgcd(574 + ~fL'~, 2723) = 14 + 19 ,~ et le th~or6me 4 montre  que 
(ET) est r6soluble ; en fait e 'est  19x 2 + 28xy-  133y 2 = -1  ((x, y) = (2, 1) est une solution). 
Bib l lograph ie  
[ I ] L. BAPOUNGUI~, Sur la rdsolubilit~ de l°dquation diophantienne a~ + 2bxy - kay ~ = * 1 (C. R. Acad. Sci. 
Paris, t. 309, S&ie I, p. 235 - 238, 1989). 
[2] L. BAPOUNGUI~, Un crit~re de rdsolution pour l'~quation diophantienne a~ + 2bxy - kay ~ = • I (Expo. 
Math. 16 (1998), p. 249 - 262). 
[3] L. BAPOUNOUI~, Sur les solutions g~n~rales de i'~quation diophantienne aod + 2bxy - kay z = ± I (Expo. 
Math. 18 (2000), p. 165 - 176). 
[4] L. BAPOUIqGU~, Sur la rdsolubilit$ de l'dquation diophantienne a~ + 2bxy - Say z = ± 1 (Imhotep, v.3, 
n ° I (2000), p. 97 - i I I). 
[5] L. BAPOUNGUI~, L 'dquation de Peli v 2 - (ka 2 + b2)w 2= - k par ies id~aux des corps quadratiques 
Q( I~ "T + b 2 ) (Expo. Math. 19 (2001), p.251 - 266). 
[6] Z. BOREVITCH ¢t 1. CHAFAREVITCH, Thdorie des hombres (Oauthiars - Villars 1967). 
[7] A. FAISANT, L 'dquation diophantienne du second egr~ (Hennann 1991). 
[8] K. HARDY and K. WILLIAMS, On the solvability of the diophantine equation dF 2 - 2eVW- dW 2 = 1 
(Pacific J. Math., v. 124, ! (1986), p.145 - 158). 
[9] E. HECKE, Lecturers on the theory of algebraic numbers (GTM 77. Springer - Verlag 1981). 
[10] P. SAMUEL, Anneauxfactoriels ( Cours de 3 c cycle, Paris, 1962). 
[ ! !] P. SAMUEL, Fh~orie algdbrique des hombres (Hennann, Paris 1967). 
Received: 16.07.2001 
